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Prefacio

O programa de Matematica da primeira série do Ensino Médio tem como tema cen-
tral as funcbes reais de uma variavel real, estudadas sob o ponto de vista elementar,
isto &, sem o uso do Calculo Infinitesimal. Como preliminar a esse estudo e prepara-
¢ao para as séries subsequentes, sao apresentadas nogbes sobre conjuntos, a ideia
geral de funcio e as diferentes categorias de nimeros (naturais, inteiros, racionais
e, principalmente, reais).

O presente livro cobre esse programa. Ele contem a matéria lecionada no pri-
meiro dos trés médulos do curso de aperfeicoamento para professores de Matema-
tica, iniciado no segundo semestre de 1996, no IMPA, tendo como instrutores os pro-
fessores A.C.0. Morgado, E. Wagner, Paulo Cézar Carvalho e o autor. A estes caros
amigos e competentes colaboradores devo uma revisao critica do manuscrito, a su-
gestao de alguns exemplos interessantes e a inclusao de numerosos exercicios. Por
essa valiosa participacao, registro meus agradecimentos.

O professor de Matematica, principalmente aquele que atua no Ensino Médio,
no escasso tempo que lhe resta da faina diaria, para preparar suas aulas conta pra-
ticamente com uma Unica fonte de referéncia: o livro-texto que adota (ou os outros,
que dele pouco diferem).

Esses textos, em sua maioria, s3o escritos por colegas que tiveram formacao e
experiéncia como as suas, prolongando assim um circulo vicioso, no qual decresce a
qualidade e repetem-se os defeitos.

Visando contribuir para reverter esse processo, a Sociedade Brasileira de Mate-
matica, com a colaboragao do IMPA e 0 apoio decisivo do MEC, criou o Profmat, um
programa de pds-graduacio de carater nacional destinado ao aperfeicoamento dos
professores que ensinam Matematica em nossas escolas. E, para servir de suporte
e guia de estudos das aulas do Profmat, a SBM deu inicio a colecio de livros-texto,
dos quais este é um elemento.

Neste livro, procuramos deixar claro que a Matemadtica oferece uma variedade
de conceitos abstratos que servem de modelos para situac¢do concretas, permitindo
assimanalisar, preveretirar conclusoes de formaeficazem circunstancias onde uma
abordagem empirica muitasvezes nio conduz anada. Ostemasaquiabordadossao
apresentados dentro dessa 6tica.

Assim é que os conjuntos sao o modelo matematico para a organizagao do pen-
samento l6gico; os nlimeros sao o modelo para as operagdes de contagem e medida;
as funcodes afins, as quadraticas, as exponenciais, as logaritmicas e as trigonométri-
cas, cada uma delas é estudada como o modelo matematico adequado para repre-
sentar uma situacao especifica.

A fim de saber qual o tipo de funcao que deve ser empregado para resolver um
determinado problema, é necessario comparar as caracteristicas desse problema

®
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Prefacio

com as propriedades tipicas da fun¢do que se tem em mente. Este processo requer
que se conhecam os teoremas de caracterizacio para cada tipo de funcio. Sem tal
conhecimento é impossivel aplicar satisfatoriamente os conceitos e métodos mate-
maticos para resolver os problemas concretos que ocorrem, tanto no dia a dia como
nas aplicacoes da Matematica as outras ciéncias e a tecnologia.

Varios desses teoremas de caracterizagdo sao expostos aqui, de forma elemen-
tar. Acho que todos os professores devem conhecé-los e ensinar seus alunos a usa-
los de forma consciente. Quanto as demonstracoes desses teoremas, embora aces-
siveis, elas foram incluidas aqui para o entendimento dos professores. Nao con-
sidero essencial repassa-las aos estudantes, salvo em casos especiais, a critério de
cada professor.

O importante é ter em mente que as aplicacoes aqui sugeridas despertam o in-
teresse, justificam o esforco, exibem a eficiéncia e a utilidade dos métodos da Ma-
tematica mas, por outro lado, s6 podem ser levadas a bom termo se contarem com
uma base conceitual adequada.

Rio deJaneiro, maio de 2012.

Elon Lages Lima
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Capitulo 1 | Conjunto

1.1 A Nocao de Conjunto

TodaaMatematicaatual é formulada na linguagem de conjuntos. Portanto, a no¢ao
de conjunto é a mais fundamental: a partir dela, todos os conceitos matematicos
podem ser expressos. Ela é também a mais simples das ideias matematicas.

Um conjunto é formado porelementos. Dados um conjunto A e um objeto qual-
quer a (que pode até mesmo ser outro conjunto), a pergunta cabivel em relacao a
eles é: a é ou ndo um elemento do conjunto A? No caso afirmativo, diz-se que a per-
tence ao conjunto A e escreve-se a € A. Caso contrdrio, pde-se a ¢ A e diz-se que a
ndo pertence ao conjunto A.

A Matematica se ocupa primordialmente de nimeros e do espaco. Portanto, os
conjuntos mais frequentemente encontrados na Matematica sao os conjuntos nu-
meéricos, as figuras geométricas (que sao conjuntos de pontos) e os conjuntos que se
derivam destes, como os conjuntos de funcdes, de matrizes etc.

A linguagem dos conjuntos, hoje universalmente adotada na apresentacao da
Matematica, ganhou esta posicao porque permite dar aos conceitos e as proposi-
¢Oes desta ciéncia a precisdo e a generalidade que constituem sua caracteristica ba-
sica.

Os conjuntos substituem as “propriedades” e as “condicoes”. Assim, em vez de
dizermos que “o objeto x goza da propriedade P” ou o “objeto y satisfaz a condigao
C’", podemos escreverx € Aey € B, onde A é o conjunto dos objetos que gozam da
propriedade P e B é o conjunto dos objetos que satisfazem a condicao C.

Porexemplo, sejam P a propriedade de um nlimero inteiro x ser par (isto &, divi-
sivel por 2) e Ca condicio sobre o nlimero real y expressa por

y2 —3y+2=0.
Por outro lado sejam
A={.,—4,-2,0,2,4,6,..} e B={12}

Ent3o, tanto faz dizer que x goza da propriedade P e y satisfaza condigao C como
afirmarquexc€Aey€B.

Qual é, porém, a vantagem que se obtém quando se prefere dizerquex € Aey
€ Bem vez de dizer que x goza da propriedade P e y satisfaz a condigdo C?

Avantagem de se utilizar a linguagem e a notagao de conjuntos é que entre es-
tes existe uma dlgebra, montada sobre as operagoes de reunido (A U B) e intersecdo
(AN B),alémdarelacdo deinclusdo (A C B). As propriedades e regras operatérias
dessa algebra, como por exemplo

ANBUO=ANBUMBNC e ACAUSB,

©
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sao extremamente faceis de manipular e representam um enorme ganho em sim-
plicidade e exatidao quando comparadas ao manuseio de propriedades e condi-
coes.

Nos primérdios da Teoria dos Conjuntos, costumava-se escrever A+ Bemvez de
AU BeA.BemvezdeA N B. Esta pratica foi abolida, principalmente porque, se Ae
B sao conjuntos de niimeros, A + Bé o conjunto dassomasx + yondex € A,y € Be
analogamente A-B={x-y;x € Aey € B}.

N3o é correto escrever, por exemplo, A = {conjunto dos niimeros pares}. O
simbolo {...} significa o conjunto cujos elementos estdo descritos no interior das
chaves. Escreve-se A = conjunto dos nimeros pares, A = { nimeros pares } ouA =
{ZH; ne Z}.

Existe um conjunto excepcional e intrigante: o conjunto vazio, designado pelo
simbolo &. Ele é aceito como conjunto porque cumpre a utilissima funcao de simpli-
ficar as proposicoes, evitando uma longa e tediosa mencao de exce¢des. Qualquer
propriedade contraditéria serve para definir o conjunto vazio. Por exemplo, tem-
se @ = {x;x ¥ x}, ouseja, & é o conjunto dos objetos x tais que x é diferente de
si mesmo. Em muitas questdoes matematicas é importante saber que um determi-
nado conjunto X n3o é vazio. Para mostrar que X nao é vazio, deve-se simplesmente
encontrar um objeto x tal que x € X.

Outros conjuntos curiosos sdo os conjuntos unitarios. Dado um objeto x qual-
quer, o conjunto unitario {x} tem como Gnico elemento esse objeto x. Estritamente
falando, x e {x} ndo sdo a mesma coisa. Porexemplo, & = { &} pois { &} possui um
elemento (tem-se @ € {@}) mas & é vazio. Em certas ocasides, entretanto, pode
tornar-se um pedantismo fazer essa distin¢ao. Nesses casos, admite-se escrever x
em vez de {x}. Um exemplo disso ocorre quando se diz que a interse¢do de duas
retas r e s é o ponto P (em lugar do conjunto cujo Unico elemento é P) e escreve-se
rNs=PemvezderNs={P}.

1.2 A Relacao de Inclusao

Sejam A e Bconjuntos. Se todo elemento de A fortambém elemento de B, diz-se que
A é um subconjunto de B, que A esta contido em B ou que A é parte de B. Para indicar
este fato, usa-se anotagdo A C B.

Por exemplo: sejam T o conjunto dos tridngulos e P o conjunto dos poligonos do
plano. Todo tridangulo é um poligono, logo T C P.

Arelacdo de A C B chama-se relagdo de inclusdo. Quando A ndo é um subcon-
junto de B, escreve-se A ¢ B. Isto significa que nem todo elemento de A pertence a
B, ou seja, que existe pelo menos um objeto a tal quea € Aea ¢ B. Por exemplo,

®
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sejam A o conjunto dos niimeros pares e B o conjunto dos mdltiplos de 3. Tem-se
A ¢ Bporque2 € Amas2 ¢ B. Tem-se também B ¢ A pois3 € Bmas3 ¢ A.

Ha duasinclusoes extremas. A primeira é obvia: para todo conjunto A, vale A C
A (pois é claro que todo elemento de A pertence a A). A outra €, no minimo, curiosa:
tem-se @ C A, seja qual for o conjunto A. Com efeito, se quiséssemos mostrar que
@ ¢ A, teriamos que obter um objeto x tal que x € @ masx ¢ A. Comox € &
é impossivel, somos levados a concluir que @ C A, ou seja, que o conjunto vazio é
subconjunto de qualquer outro.

Diz-se que A é um subconjunto préprio de Bquandosetem A C BcomA # Oe
A<B.

Arelacdo de inclusao goza de trés propriedades fundamentais.
4 )
PROPRIEDADES
Dados quaisquer conjunto A, B e C tem-se:

reflexividade: A C A;

antissimetria: se A C BeB C AentaoA = B;

ktrans:t:wdade: seA C BeB C CentaoA C C. )

A propriedade antissimétrica é constantemente usada nos raciocinios matema-
ticos. Quando se deseja mostrar que os conjuntos A e B sdo iguais, prova-se que
A C BeB C A, ouseja, que todo elemento de A pertence a B e todo elemento de
B pertence a A. Na realidade, a propriedade antissimétrica da relacdo de inclusao
contém, nela embutida, a condicao de igualdade entre os conjuntos: os conjuntos
A e Bsaoiguais se, e somente se, tém os mesmos elementos.

Porsuavez, a propriedade transitivadainclusio é a base do raciocinio dedutivo,
sob a forma que classicamente se chama de

silogismo. Um exemplo de silogismo (tipicamente aristotélico) é o seguinte: todo
ser humano é um animal, todo animal é mortal, logo todo ser humano é mortal.
Na linguagem de conjuntos, isso seria formulado assim: sejam H, A e M respectiva-
mente os conjuntos dos seres humanos, dos animais e dos mortais. Temos H C Ae
A C M,logoH C M.

Arelacdodeinclusio entre conjuntos esta estreitamente relacionada comaim-
plicacdolégica. Vejamos como. Sejam Pe Q propriedades referentes a um elemento
genérico de um conjunto U. Essas propriedades definem os conjuntos A, formado
pelos elementos de U que gozam de P, e B, conjunto formado pelos elementos de
U que tém a propriedade Q. Diz-se entdo que a propriedade P implica(ou acarreta) a
propriedade Q, e escreve-se P = Q, parasignificarque A C B

®
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Por exemplo, seja U o conjunto dos quadrilateros convexos do plano. Designe-
mos com P a propriedade de um quadrilatero ter seus quatro angulos retos e por
Q a propriedade de um quadrilatero ter seus lados opostos paralelos. Entdo pode-
mos escrever P = Q. Com efeito, neste caso, A é o conjunto dos retingulose Bé o
conjunto dos paralelogramos, logo A C B.

Vejamos outro exemplo. Podemos escrever a implicacao

X +x—1=0=x —2x+1=0.
Ela significa que toda raiz da equacio x? + x — 1= 0 é também raiz de
3 -
X —2x+1=0.

Ha diferentes maneiras de se ler a relacio P = Q. Pode-se dizer “Pimplica Q”,
“se Pentao Q”, “P é condigao suficiente para Q”, “Q é condicao necessaria para P” ou
“Psomentese Q.

Assim, no primeiro exemplo acima, podemos dizer: “ser retdngulo implica ser

» « » «

paralelogramo”, “se x é um retdngulo entao x é um paralelogramo”, “ser retingulo é
condicio suficiente para ser paralelogramo”, “ser paralelogramo é condicao neces-
saria para ser retdngulo”, ou, finalmente, “todo retangulo é um paralelogramo”.

Aimplicagdo Q = P chama-se a reciproca de P = Q. Evidentemente, a reci-
procade umaimplicacdoverdadeira podeserfalsa. Nos doisexemplos dadosacima,
as reciprocas sao falsas: nem todo paralelogramo é retangulo e x = 1 é raizda equa-
cao.

X —2x+1=0

mas nao da equacio
X*+x—1=0.

Quando s3o verdadeiras ambas as implicacbes P = Qe Q = P, escreve-se
Q < Pelé-se“Pse, e somente se, Q”, “P é equivalente a Q” ou “P é necessaria e
suficiente para Q”. Isto significa que o conjunto dos elementos que gozam da pro-
priedade P coincide com o conjunto dos elementos que gozam de Q.

Por exemplo, sejam P a propriedade de um tridngulo, cujos lados medem x <

y < z,serretangulo e Q a propriedade de valer
ZZ — XZ +y2

EntaoP < Q.
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A resolugao de uma equagao é um caso tipico em que se tem uma sequéncia de
implicacGes l6gicas. Vejamos. Para resolver a equacao

¥ —x—2=0

podemos seguir os passos abaixo:

P).... X2 —x—2=0;
Q...... x—2)x+1) =0;
R) ...... X=2o0ux=—T1;
(S) .. x € {2,—1}.

Se chamarmos respectivamentede P, Q, Re Sas condicdes impostas sobre o ni-
mero x em cada uma das linhas acima, os passos que acabamos de seguir significam
que

P=Q=R=S5,

isto é, se o nimero x satisfaz Pentaosatisfaz Q eassim pordiante. Portransitividade,
aconclusaoatiraré P = S, ou seja:

Sex* —x —2=0entdox € {2, -1}

Estritamente falando, estaafirmacao niossignificaque asraizes da equacio x> —
X — 2 = 0s3o02e —1. O que esta dito acima é que se houver raizes desta equagao
elas devem pertencer ao conjunto {2, —1}. Acontece, entretanto, que no presente
caso, 0s passos acima podem ser revertidos. E facil ver que valem as implicacées
reciprocasS = R = Q = P,logo S = P. Portanto P < S, ouseja, 2e —1s3ode
fato as ((inicas) raizes da equacgao

x> —x—2=0.

Eimportante, quando se resolve uma equacio, terem mente que cada passo do
processo adotado representa uma implicacio logica. As vezes essa implicacio nao
pode ser revertida (isto é, sua reciproca nao é verdadeira). Nesses casos, o conjunto
obtido no final apenas contém (mas nao é igual a) o conjunto das raizes, este tltimo
podendo até mesmo ser vazio. llustremos esta possibilidade com um exemplo.

Sejaaequaciox?+1 = 0. Sabemos que ela nio possui solucdes reais. Nasequén-
cia abaixo, cada uma das letras P, Q, R e S representa a condicdo sobre o nimero x
expressa na igualdade ao lado. Assim, Psignificax? +1 = 0, etc.

(P)x*+1=0; (multiplicando porx? — 1)

Qx*—1=0;

(R) x* =1,

©®
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) x e {—1,1}.

Evidentemente, tem-se P = Q = R = S,logo P = S, ou seja, toda raiz real
da equagdo x* +1 = 0 pertence ao conjunto {—1,1}. O raciocinio é absolutamente
correto, mas apenasilustra o fato de que o conjunto vazio est4 contido em qualquer
outro. A conclusdo que se pode tirar é que se houver raizes reais da equacio x?+1 = 0
elas pertencerdo ao conjunto {—1,1}. Nada mais. O fato é que aimplicagdo P = Q
nao pode ser revertida: sua reciproca é falsa. Este fen6meno ocorre frequentemente
quando se estudam as chamadas “equac0es irracionais”, mas as vezes ele se mani-
festa de forma sutil, provocando perplexidade. (Veja Exercicio 1.6.)

1.3 O Complementar de um Conjunto

A nocao de complementar de um conjunto s6 faz pleno sentido quando se fixa um
conjunto U, chamado o universo do discurso, ou conjunto universo. U poderia ser cha-
mado o assunto da discussao ou o tema em pauta: estaremos falando somente dos
elementos de U.

Uma vez fixado U, todos os elementos a serem considerados pertenceraoa Ue
todos os conjuntos serdo subconjuntos de U, ou derivados destes. Por exemplo na
Geometria Plana, U é o plano. Na teoria aritmética da divisibilidade, U é o conjunto
dos nlmeros inteiros.

Entao, dado um conjunto A (isto é, um subconjunto de U), chama-se complemen-
tar de A ao conjunto A formado pelos objetos de U que ndo pertencemaA. Lembra-
mos que fixado o conjunto A, para cada elemento xem U, vale uma, e somente uma,
das alternativas: x € A, oux ¢ A.

O fato de que, paratodo x € U, ndo existe uma outra opcdo alémdex € Aou
x ¢ A é conhecido em Légica como o principio do terceiro excluido, e o fato de que as
alternativasx € Aex ¢ Ando podem ser verdadeiras a0 mesmo tempo chama-se
o principio da ndo contradicdo.

Seguem-se dos principios acima enunciados as seguintes regras operatorias re-
ferentes ao complementar:

(1) Paratodoconjunto A C U, tem-se (A%)° = A. (Todo conjunto é complementar
do seu complementar.)

(2) SeA C Bentao B° C A°. (Se um conjunto esta contido noutro, seu comple-
mentar contém o complementar desse outro.)

Aregra (2) pode ser escrita com notagdo =, assumindo a forma seguinte

ACB = BCA"

®
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Na realidade, na presenca da regra (1), a regra (2) pode ser reforcada, valendo a
equivaléncia abaixo

B)ACB & B CA-

Esta equivaléncia pode ser olhada sob o ponto de vista l6gico, usando-se as propri-
edades P e Q que definem respectivamente os conjuntos A e B. Entdo o conjunto
A é formado pelos elementos de U que gozam da propriedade P, enquanto que os
elementos de B sao todos os que (pertencem a U) e gozam da propriedade Q. As
propriedades que definem os conjuntos A° e B sao respectivamente a negagdo de
P, representada por P/, e a negacio de Q, representada por Q’. Assim, dizer que um
objeto x goza da propriedade P’ significa (por definicao) afirmar que x nio goza da
propriedade P (e analogamente, para Q). Com estas convencdes, a relagdo(3) acima
|é-se assim:

(4) P= Qse esomentese, Q' = P

Noutras palavras, a implicacio P = Q (P implica Q) equivale a dizer que Q' = P’
(anegacaode Q implicaanegacaode P).
Vejamos um exemplo.

( )
EXEMPLO
Sejam U o conjunto dos quadrilateros convexos, R a propriedade que tem um
quadrilateroxdeserumretinguloe Papropriedade de serum paralelogramo.
Entdo P’ é a propriedade que tem um quadrilatero convexo de ndo ser um pa-
ralelogramo e R’ a de ndo ser um retangulo. As implicacdesR = Pe P’ = R’
se |éem, neste caso, assim:

(a) Se x é um retangulo entdo x é um paralelogramo;
(b) Se x ndo é um paralelogramo entdo x nao é um retangulo.

Evidentemente, as afirmacdes (a) e (b) sdo equivalentes, ou seja, elas sao
apenas duas maneiras diferentes de dizer a mesma coisa.

- J

Aimplicacio Q' = P’ chama-se a contrapositiva da implicacio P = Q.

Sob o ponto de vista pragmatico, a contrapositiva de uma implicacio nada mais
é do que a mesma implicacdo dita com outras palavras, ou vista de um angulo dife-
rente. Assim por exemplo, a afirmagdo de que todo niimero primo maiordoque 2 é
impar e a afirmacao de que um ndmero par maior do que 2 ndo é primo dizem exa-
tamente a mesma coisa, ou seja, exprimem a mesma ideia, sé que com diferentes
termos.
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