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Prefdcio

Geometria ¢ uma das principais areas da Matematica desde a antiguidade.
A importancia decorre dos problemas resolvidos, da aplicabilidade dos resulta-
dos e da evolucao do pensamento humano consequente da evolucao da teoria.
O objetivo deste texto é introduzir Geometria através de modelos concretos,
tangiveis e visuais.

O conceito de geometria levou séculos para ser desvendado e compreen-
dido. A descoberta das geometrias Nao Euclidianas representou um enorme
corte epistemologico no conhecimento baseado num sistema logico-dedutivo.
Euclides de Alexandria (300 A.C.) escreveu o livro FElementos, que era um
compéndio sobre Geometria, e de fato o livro descrevia o estado da arte na sua
época. Foi o primeiro texto matematico escrito com o rigor logico-dedutivo,
o0 que nos permite atribuir a Euclides o pioneirismo no emprego do método
cientifico na Matematica. Euclides foi um gigante ao criar um sistema de
cinco axiomas e extrair como consequéncia deles todos os resultados conheci-
dos naquele periodo. Para uma discussao detalhada dos axiomas de Euclides
recomendamos o livro Wolf [30], o qual juntamente com Heilbronn [17] sdo as
nossas principais fontes para os fatos historicos que citaremos na Introducao.
A fonte original para muito autores é o livro [8|.

Para os fins do presente texto, geometria é um par (€2, g), onde Q é um dos
seguintes espacos:

- 2 =R2, o plano cartesiano,

- Q= S?, a esfera centrada na origem de raio 1,

-Q=H, ={(z,y) € R*| y > 0}, o semiplano superior no plano cartesiano.
O termo g é uma métrica riemanniana definida sobre ). Em cada um dos
espagos consideramos a seguinte métrica riemanniana;
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- Em R?, g. a métrica euclidiana.
- Em S?, g, a métrica esférica.
- Em H,, gj, a métrica hiperboélica.

As geometrias estudadas no texto sao as seguintes;

e Geometria Euclidiana E? = (R?) g,).
e Geometria Esférica S? = (52, g,).
e Geometria Hiperbolica H? = (H., g;,).

A abordagem é analitica, ignoramos por completo a abordagem logico-
dedutiva que parte de um conjunto de axiomas, em cada uma das geometrias,
para provar as propriedades geométricas e métricas. O estudo das geometrias
euclidiana, esférica e hiperbélica é realizado através de modelos de espacos
munidos com uma métrica riemanniana. O objetivo é estudarmos as proprie-
dades métricas e as simetrias de cada uma das geometrias citadas decorrentes
da métrica riemanniana.

Para cada um dos modelos seguiremos o seguinte roteiro;

Roteiro

(1) Fixamos uma geometria (2, g) dentre as geometrias E?, S* e H2.

(2) Determinamos todas as geodésicas da geometria (€2, g).

(3) Determinamos o grupo Isom(£2, g), a sua estrutura algébrica e um conjunto
de geradores.

(4) Determinamos os subgrupos discretos de Isom(£2, g) e as respectivas regioes
fundamentais.

(5) Definiremos os espacos quocientes €2/G, onde G é um subgrupo discreto
de Isom(£2,g).
Em dimensao 2, o Teorema 0.2 enunciado na Introdugao garante-nos que

estas sao as Unicas geometrias cujo espaco ) é simplesmente conexo e a cur-

vatura da métrica riemanniana é constante.

O roteiro descrito acima é aplicado para estudarmos geometria sobre super-
ficies fechadas. Assumindo o teorema de classificacao das superficies fechadas,
cujo enunciado encontra-se no Capitulo 9, Teorema 9.1, obtemos ao longo do
texto que toda superficie M fechada, com genus g, é geometricamente descrita
de acordo com um dos seguintes itens;
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(i) Se M ¢é orientavel e:

(ia) g = 1, entdo M = T? e existe um subgrupo G < Isom(E?) tal que
G~Z®7Ze T?é difeomorfo a E? /7.

(ib) g > 2, entao M = T?#.9.#T? e existe um subgrupo G < Isom(H?)
tal que M ¢é difeomorfo a H?/G.
(ii) Se M ¢é nao orientavel e:

(iia) g = 1, entdo M = RP? e existe um subgrupo G < Isom(S?) tal que
G ~ 7y e RP? é difeomorfo a S?/Z.

(iib) ¢ = 2, entdo M = K? e existe um grupo G < Isom,(E?) tal que
G ~ 7 x 7y e K? & difeomorfo a B2 /(Z * Zs).

Comentarios sobre os Capitulos

A proposta é estudarmos as geometrias Euclidiana e Nao Euclidianas. A
principal motivacao para o texto foi expor ao leitor as geometrias Euclidiana
e Nao Euclidianas através de modelos concretos de dimensao 2, visando as-
sim facilitar a difusao desse conhecimento tornando-o tao geométrico, visual e
tangivel quanto a Geometria Euclidiana estudada na escola. H& varios textos
que abordam o mesmo contetido, porém o fazem dentro do contexto menos
elementar de superficies de Riemann ou no contexto de grupos kleinianos.

Ao considerarmos o nivel de conhecimento exigido, o contetdo esta dividido
em trés partes descritas a seguir.

(1*) Os capitulos 1-4 introduzem cada uma das geometrias através de modelos,
estuda as suas propriedades geométricas e as relacoes métricas, por exemplo o
equivalente ao Teorema de Pitagoras em cada geometria. Os pré-requisitos sao
Algebra Linear, Calculo de Funcoes de Varias Variaveis e aspectos basicos de
Teoria de Grupo. No Capitulo 1 sao introduzidos todos os conceitos basicos da
Teoria de Grupo e sobre métricas riemannianas necesséarios ao longo do texto.
O Capitulo 4 requer familiaridade com o corpo dos ntimeros complexos C e
nocoes elementares de fungoes de uma variavel complexa.

(2*) Os Capitulos 5-8 tratam dos subgrupos discretos dos grupos de isometria
e as suas respectivas agoes. O contetido desses Capitulos requerem conhe-
cimentos prévios de Teoria de Grupo, Topologia do R" e um conhecimento
elementar sobre a topologia das superficies. No capitulo 5 encontram-se os
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conceitos sobre agoes de grupo e sobre espagos quocientes necessarios para a
leitura dos capitulos subsequentes.
(3%) No Capitulo 9 encontram-se uma introducao a classificagdo topologica
das superficies fechadas, aspectos mais abstratos da teoria e a definicao de
curvatura.

Os fluxogramas nas figuras (1) e (2) indicam a inter-dependéncia entre os
capitulos. A figura 1 contém o fluxograma para a 1¢ parte do texto. A figura 2

tem o fluxograma para a 2% parte.

Capitulo 2

Capitulo 6

|

[ Capitulo 5 H Capitulo 7]

—

[ Capitulo 1 ]——[ Capitulo 3

Figura 1: 1* Parte Figura 2: 2% Parte

|

Caso o leitor queira focar seu estudo sobre apenas uma das geometrias e
as suas respectivas simetrias, os fluxogramas nas figuras (3), (4) e (5) indicam
os capitulo que deverao ser lidos, de acordo a opcao;

[ Capitulo 1 ]—»[ Capitulo 2 ] [Capl'tulo 1 HCapitulo 3]

[ Capitulo 5 J—»[ Capitulo 6 J LCapitulo 5HCapitulo 7J

Figura 3: Geometria Euclidiana Figura 4: Geometria Esférica
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[ Capitulo 1 ]——[ Capitulo 4}

[ Capitulo 5 J——[ Capitulo 8 J

Figura 5: Geometria Hiperbodlica
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