FUNDAMENTOS
DE CALCULO



Fundamentos de Calculo
Copyright ©2022 Antonio Caminha Muniz Neto
Direitos reservados pela Sociedade Brasileira de Matematica.
A reproducio n3o autorizada desta publicacio, no todo ou em parte, constitui violagao de direitos
autorais. (Lei 9.610/98). Impresso Fev. 2022
Sociedade Brasileira de Matematica
Presidente: Paolo Piccione Diretores: Walcy Santos
Vice-Presidente: Jaqueline Godoy Mesquita Jorge Herbert Soares de Lira
Daniel Gongalves
Roberto Imbuzeiro

Editor Executivo
Ronaldo Alves Garcia

Assessor Editorial
Tiago Costa Rocha

Colecao PROFMAT

Comité Editorial da Colecio PROFMAT
Hilario Alencar (Editor-Chefe)

Marcela Souza (Editora-Adjunta)
Mariana Cassol

Paulo Leandro Dattori

Vanderlei Horita

Projeto grafico e capa
Pablo Diego Regino

Editoracdo Eletr6nica
Yunelsy Napoles Alvarez

Distribuicio e vendas

Sociedade Brasileira de Matematica

Estrada Dona Castorina, 110 Sala 109 - Jardim Botanico
22460-320 Rio de Janeiro R]

Telefones: (21) 2529-5073
http://www.sbm.org.br / email:lojavirtual@sbm.org.br

ISBN 978-85-8337-171-7

Muniz, Antonio Caminha

Fundamentos de calculo / Antonio Caminha Muniz. —2. ed.
—Rio deJaneiro, R] : SBM - Sociedade Brasileira de
Matematica, 2022.

612 p. (Colegao Profmat; 15)
ISBN 978-85-8337-171-7

1. Calculo diferencial 2. Calculo integral 3. Matematica -
Estudo e ensino I. Titulo.




Antonio Caminha Muniz Neto

®
FUNDAMENTOS .‘
DE CALCULO

o

2? edicao . ‘
2022
Rio de Janeiro ‘

4= s\

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

{



“Wir miissen wissen! Wir werden wissen!”

Precisamos saber! Haveremos de saber!

David Hilbert, em sua famosa palestra no

Il Congresso Internacional de Matematicos,
no ano de 1900, ao elencar os 23

problemas que, em sua opinido, norteariam o
desenvolvimento da Matematica ao longo do
século XX. Varios desses problemas tém

suas raizes no Calculo.
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Apresentacao

Os préoximos capitulos apresentarao, em detalhe, os temas centrais concernentes a
uma das maiores sinteses intelectuais da histéria da civilizacao, o Calculo Diferen-
cial e Integral.

Como frequentemente ocorre com as grandes ideias cientificas, a cronologia do
desenvolvimento do Calculo revelou-se completamente erratica, enredando-se na
ordem exatamente contraria a que utilizaremos em nossa exposi¢do. Ap6és um incri-
vellampejo de genialidade de um dos maiores sabios da antiguidade classica grega,
foi necessario esperar cerca de 20 séculos até que dois outros luminares da ciéncia
dessem o proximo passo; a esse, por sua vez, seguiu-se um século e meio de inten-
sas pesquisas e maturagao, apés o qual o Calculo pode, finalmente, ser colocado em
bases sélidas.

Mas, de que trata o Calculo Diferencial e Integral? Nesta breve introducao, ten-
tamos responder a essa pergunta apresentando, por meio de argumentos heuris-
ticos, os dois conceitos que o nomeiam, quais sejam, a integral e a derivada de uma
funcdo. Em seguida, criticamos brevemente nossas abordagens de tais conceitos,
enfatizando como as deficiéncias que elas encerram apontam para a necessidade
de uma melhor compreensado do conceito de nimero real e da introdugdo do con-
ceito de fungao continua.

Nossa histéria comeca no século Ill1a.C., com o grande Arquimedes de Siracusa
(figura1). Poressa época, Euclides de Alexandria ja havia sistematizado toda a geo-
metria conhecida (a qual nos referimos modernamente como Euclidiana) em sua
magistral obra Elementos. Arquimedes, entao, considerou (e resolveu) o problema
de calcular a area sob um arco de parabola, utilizando para tanto o método da exaus-
tdo.

Figura 1: Arquimedes de Siracusa, que viveu no século Il a.C., foi o maior matematico de
seu tempo. Dentre outras contribui¢des a Matematica, suas ideias sobre o calculo da area
sob um segmento parabélico anteciparam, em 2000 anos, o desenvolvimento do Calculo
Integral.
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Em linguagem atual e em uma situacao ligeiramente mais geral, a heuristica
por tras de tal método é a seguinte: dada uma fungdo nio negativa f : [a, b] — R
(figura 2), queremos calcular a area da regido R do plano cartesiano, situada sob o
grafico de f e acima do eixo das abscissas, de sorte que

R={(x.y)eR% a<x<beld<y<f(x))

a S
Figura 2: aregidosob o graficode f.

Para tanto, dividimos o intervalo [a, b] em k intervalos iguais com o auxilio dos
pontosa = tyg < t1 < ... < tp = b,detalmodoquet; — t;_1 = %, para
1 < i < k. Em seguida (figura 3), consideramos a por¢ao de R contida na faixa
vertical delimitada pelas retas x = t;_1 e x = t;, e aproximamos sua area, por
falta, pela area do maior retangulo nela contido e tendo o intervalo [t;_1, t;] como
um de seus lados; aproximamos a drea da por¢ao em questao também por excesso,
pela drea do menor retdngulo que a contém e que também tem o intervalo [¢;_1, t;]

como um de seus lados.

Figura 3: aproximacdes por falta e por excesso para a area.

Agora, aproximamos a area de R por falta e por excesso, calculando, em cada
caso, assomasdas areas dos k retingulos descritos no paragrafo anteriore que apro-
ximamaareade cada por¢ao de R também por faltae porexcesso, respectivamente.
Assumindo que f atinge valores minimo e maximo em cada intervalo [t;_1, t;], e

)
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denotando (também respectivamente) por m; e M; tais valores minimo e maximo
(de modo que m; e M; sejam os comprimentos das alturas dos retdngulos conside-
rados anteriormente), obtemos como resultado as somas

k k
A(f; k)zzmi(ti_ti—l): <b;a> Zmi v
i=1 '

. p
A(fik) = Mi(ti — ti1) = (b;a>ZM"' @

i=1

Sendo A(R) adreade R, temos, entdo, que
A(f; k) < A(R) < A(f; k),

e esperamos que A(f; k) e A(f; k) aproximem A(R) cada vez melhor, & medida
que aumentamos mais e mais o nimero k de intervalos utilizados.

Conforme frisamos anteriormente, Arquimedes levou tal procedimento a cabo
em um caso bem particular, qual seja, aquele em que f é a porcao da parabola x +—
x?situadaentrea = 0e b > 0.

A fim de ilustrar as dificuldades envolvidas, consideremos a situacao mais ge-
ral do emprego do método da exaustio para o calculo da drea de R quando f
[0, b] — R éa fungdo definida por f(x) = x”, onde n é um natural dado. Como
antes,sendok € Ne0 = typ < t; < ... < tx = baparticio de [0, b] tal que
ti —ti_1 = % paral < j < k,temos t; = % para0 < j < k. Também, como
x — x" é crescente, segue que m; = f(tj_1) =t ; e M; = f(t;) = tI. Assim,

_ b x~,n b bi\" _ (b\" S
A(f;k)zk‘ztf:k‘z:(/;) :<k> ;' ©)

=1 i=1

e, analogamente,

b\ &L
A(f; k) = <k> ,;(' —-1)" (@)
Segue facilmente dai que
Z(f; k) — A(f; k) = btl; (5)

portanto, a diferenca entre A(f; k) e A(f; k) é cada vez menor a medida que k au-
mentae, pelo menos nesse caso, concluimos que A(f; k) e A(f; k) aproximam A(R)
cada vez melhor, a medida que k aumenta.

O
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Para calcular o valor de A(R), utilizemos o resultado do item (b) do exemplo
A.33,0qual garante que

k _ 1)n+1 k
n+1

Combinando tais desigualdades com (3) e (4), obtemos

pntl 1 n+1
A(f; k) < T <1—k> < A(f; k). 6)

Entao, fazendo k aumentarmaise maisem (6) e levandoem conta que 1—% aproxima-

secadavezmaisde 1 e A(f; k) — A(f; k) fica cada vez mais préximo de 0 3 medida
que k aumenta (conforme (5)), concluimos que

bn+1
A(R) = n+1

Conforme antecipamos no inicio desta introducao, o passo seguinte no desen-
volvimento do Calculo teve de esperar cerca de 2000 anos, mais precisamente até o
final do século XVII, para ser dado. Isso nao é de estranhar, se levarmos em conta a
complexidade dos calculos e notacgdes que utilizamos até aqui, juntamente com o
fato de que eles ndo estavam disponiveis a ninguém nesse interregno de dois milé-
nios, simplesmente porque nao existiam. De fato, o hiato entre o tempo de Arqui-
medes e o final do século XVII foi o tempo necessario para que a civilizagdo desen-
volvesse as notagoes e ferramentas algébricas e geométricas que possibilitaram os
trabalhos seminais de nossas proximas duas personagens, sir Isaac Newton e Gott-
fried Wilhem Leibniz.

A fim de apreciar o grande passo adicional dado por Newton e Leibniz, con-
sideremos o problema de encontrar a reta tangente ao grafico de uma funcao f :
(a, b) = Remum ponto A(xp, f(xop)) sobre tal grafico (de modo que xp € (a, b)).
Para tanto, tomando x; € (a, b) \ {xo} esendo By(x1, f(x1)), dizemos que a reta

—
ABj é uma secante ao grafico de f passando por A. Na figura 6, consideramos as

)

secantes AB; e AByaograficode f.
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Figura 4: Cottfried Wilhem Leibniz (1646-1716), matematico e fildsofo alemao, é conside-
rado, juntamente com Isaac Newton, um dos criadores do Calculo Diferencial e Integral. Al-
gumas das notagdes que utilizamos até hoje no Calculo foram criadas ja por Leibniz, tendo
resistido ao implacavel teste do tempo.

Figura 5: o matematico e fisico inglés Isaac Newton (1642-1727) é considerado um dos mai-
ores cientistas que a humanidade ja conheceu, sendo dificil mensurar sua contribui¢do para
o desenvolvimento da ciéncia. Considerado o pai da Fisica moderna, Newton criou, junta-
mente com G. W. Leibniz, os fundamentos do Calculo Diferencial e Integral, pedra angular
do desenvolvimento cientifico e tecnolégico vivenciado desde sua época, no final do século
XVII, até os dias de hoje. Sua obra-prima, Philosophiae Naturalis Principia Mathematica (em
Portugués, Os Principios Matematicos da Filosofia Natural —a época de Newton, a Fisica era co-
nhecida como Filosofia Natural), é considerada por muitos o livro que mais influenciou o de-
senvolvimento da civiliza¢do ocidental, por conter os alicerces do Calculo e da Fisica moder-
nas.

Um pouco de intuicdo geométrica torna razoavel supor que uma secante gené-
>

rica. AB deva aproximar-se cada vez mais da tangente ao graficode f em A, a me-
dida que B se aproxima de A ao longo do grafico (ou, o que é o mesmo, a medida
que x se aproxima de xg em (a, b)).
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Figura 6: secantes AB; e AB,aograficode f.

—
Observe que,se x; € (a, b) \ {xo} e B(x1, f(x1)),asecante AB ao graficode
f éaretade equacio

y —f(x) = <f(X1)_f(XO)> (x — x0); ¥

X1 — Xp

por outro lado, a reta tangente ao grafico de f em A, se nao for vertical, deve ter
equacao da forma

y — f(x0) = m(x — xo), (8)

paraalgum m € R.
Comparando (7) e (8) e tendo em conta a discussao do paragrafo anterior, somos

. . f —f .
levados a concluir que os quocientes (Xj()fxéxo) devem aproximar m cada vez me-

lhor a medida que x; aproxima xp cada vez melhor. Assim, concluimos que a reta
tangente ao grafico de f em A é a reta de equacio (8), onde m é o valor limite dos

quocientes fla)=f(x0)

e a medida que x; se aproxima de xg mais e mais.

Modernamente, dizemos que tal valor limite dos quocientes % a me-

dida que x; se aproxima de xg, é a derivada da funcdo f em xp, a qual denotamos

! ~ z . . . df .
por f'(xo) ou, na notacao cldssica de Leibniz, & (xo). Assim, escrevendo x no lugar

de x1, concluimos que
df f(x) — f(x0)
&OE T

1%

X — Xo

para x — xg pequeno, sendo a aproximacao acima tanto melhor quanto mais pré-
ximo x estiver de xg. Aqui, o simbolo %(xo) recorda que a derivada de f em xg é

xiii
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obtida calculando-se quocientes de diferencas entre valores de f e da variavel, cal-
culadosem xg eem x.

Retomemos, agora (e novamente em linguagem atual), o problema mais geral
do calculo da drea da regido sob o grafico de uma fungio ndo negativa f : [a, b] —
R (figura7).

L ———
o ———
N

X0 X
Figura 7: aproximando a rea sob o graficode f.

Para cada real x € [a, b], denotemos por A(x) a area da regido situada sob o
grafico de f, acima do eixo das abscissas e entre as retas verticais de abscissas a e x
(com a convengao de que A(a) = 0). Fixado xp € [a, b) etomandoxp < x < b,
temos

A(x) = Alx0) = Allxo. x]). ©

onde A([xo, x]) denota a drea da por¢do da regido em questao, situada entre as re-
tas verticais de abscissas xp € x.

E razoavel supor que, para x bem préximo de xp, uma boa aproximacio para
A([x0, x]) seja a area do trapézio com bases de comprimentos f(xp) e f(x) e que
tem o segmento [xp, x] como um de seus lados ndo paralelos (o trapézio hachurado,
nafigura7). Ademais, também é razoavel supor que tal aproximacao seja tanto me-
Ihor quanto mais préximo x estiver de xp, de maneira que

A, ) = (PO () 10

para x — xg pequeno.
Combinando (9) e (10), concluimos que

A(x) = Alxo) ., f(x0) + f(x)

X — Xo 2

()
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para x — xg pequeno, sendo tal aproximagao tanto melhor quanto mais préximo x
estiverde xg. Mas, se o grafico de f for uma curva continua (isto €, seminterrupcoes),
entdo, a medida que x se aproxima mais e mais de xp, esperamos que os valores

f(x) se aproximem mais e mais de f(xp), de forma que os quocientes %ﬁo(xo)

. Lo f f .
fiquem cada vez mais préximos de M = f(xp). Em resumo, concluimos
que, nesse caso, deve ser

A(x) = Alx)
X — X0

12

f(x0), )

para x — xp pequeno, sendo tal aproximagao tanto melhor quanto mais préximo x
estiver de xp.

Em palavras, o argumento heuristico acima garante que podemos reobter a fun-
caof : [a, b] — R que define um grafico continuo, contanto que conhegamos a
funcdo A : [a, b] — R, tal que A(x) calcula a 4rea da regido situada sob o grafico
de f, acima do eixo das abscissas e entre as retas de abscissas a a x.

X1

No caso em que f(x) = x", por exemplo, vimos que A(x) = -, de forma

que, para x — xp pequeno (e com o auxilio do problema A.2.1.5, pagina 420),

AX) = Abo) _ 1 [xm— gt
X — Xp n+1 X = Xo
= i T (X" + X" hx0 + X" o 2 X T)
o nil (6 + x5 x0 + x5 3G + o Fxoxg g )
— nil(n+ 1)x§ = xg = f(x0).

Em linguagem moderna, dada a fungdo ndo negativa f : [a, b] — R, cujo gra-
fico é uma curva continua, dizemos que a fungdo-area A : [a, b] — R éumaintegral
indefinida para f, e denotamos

A(x) = /X f(t)dt. (12)

Aqui, osimbolo f: recordaofatode queaareadaporciosobograficode f,deaax,
foi calculada com o auxilio de somas que aproximavam a area desejada cada vez me-
lhor; o simbolo f(t)dt, por sua vez, recorda o fato de que as parcelas dessas somas
tinham a forma m;(t; — t;_1), onde m; erao menorvalorde f nointervalo [t;_1, t;]
(logo, m; = f(t), paraalgumt € [tji_1,tj])et; — ti_1 = Atjeraai—ésima

©
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diferenca entre os pontos de divisao do intervalo [a, b] (Leibniz utilizava sistemati-

camente a letra grega A para expressar diferencas finitas, notacao que perdura até
os dias de hoje).

. . . A(x)—A(xO) . _ .

Por outro lado, vimos acima que os quocientes === — "= aproximam-se mais

e mais, 3 medida que x se aproxima de xp, da derivada da ?ungéo Aem xp:

dA A(x) — A(x0)

X — X0

(13)

para x — xp pequeno, sendo a aproximacao tanto melhor quanto mais préximo x
estiver de xg.

Substituindo (12) no primeiro membro de (13), aproximando o segundo mem-
bro de (13) por (11) e transformando as aproximacoes em igualdades, obtemos

d X
dx/a f(t)dt = f(x), (14)

que é, essencialmente, o conteldo do Teorema Fundamental do Calculo e sugere que
as operagoes de integragao e derivagao (interpretadas como cdlculo da area sob um
grafico e da reta tangente ao grafico em um de seus pontos) guardam uma relacao
intima uma com a outra.

A apresentacio que fizemos acima, das duas ideias centrais do Calculo, careceu
propositadamente de precisao, por pelo menos duas razoes distintas.

Do ponto de vista pedagégico, o uso de argumentos heuristicos, ainda que im-
precisos, possibilitou-nos apresentar os conceitos de integral e derivada com um
minimo de pré-requisitos. Por sua vez, uma tal apresentacao, por fornecer ao leitor
uma visao panoramica minima dos contetidos que discutiremos, funcionara como
fio condutor de boa parte do livro.

Do ponto de vista histérico, aimprecisao de nossos argumentos ilustraa impre-
cisao analoga, sendao maior, dos raciocinios utilizados a época de Newton e Leibniz.
De fato, por aquela época, mesmo o préprio conceito de fungio ndo estava bem es-
tabelecido!

Em Gltima andlise, as dificuldades em formalizar os argumentos que delinea-
mos residem na necessidade de abordagens adequadas dos conceitos de completude
do conjunto dos nimeros reais e de funcao continua (capitulo 2) e de limites de fun-
¢Oes (capitulo 3). Essas, por sua vez, foram gestadas ao longo de todo o século XIX e
do primeiro terco do século XX, gracas principalmente aos esforcos de Cauchy, Wei-
erstrass, Cantor e seus discipulos.

Nesse interregno, o conceito de integral também ganhou contornos bem defi-
nidos, inicialmente com os trabalhos de B. Riemann, os quais foram posteriormente
estendidos, por H. Lebesgue, a um contexto mais geral.

)
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Figura 8: Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), um dos maiores
matematicos do século XIX, e talvez da Histéria. Cauchy foi um
dos precursores no estudo da Analise Matematica, area de pes-
quisa extremamente importante em matematica superior. Ele
também tem seu nome associado a muitos resultados de Fisica-
Matematica.

Figura 9: quando olhamos para o legado do matematico ale-
mao Bernhard Riemann (1826-1866) a Geometria, concluimos
que talvez a menor de suas contribui¢coes a Matematica tenha
sido uma formalizagao adequada do conceito de integral que,
hoje, leva seu nome. (Conforme o leitor atento deve ter notado,
o Capitulo 6 é intitulado A Integral de Riemann.) Outra das cria-
¢oes de Riemann, a geometria hoje conhecida como riemanni-
ana, forneceua A. Einstein o arcabouco teérico adequado ao de-
senvolvimento da teoria da relatividade geral.

Este livro tem o duplo propdsito de colocar os conceitos de derivada e integral
em bases sélidas e fazerjus as motivagoes historicas para o desenvolvimento do Cal-
culo, apresentando varias aplicacoes interessantes do mesmo a Fisica e a Geome-
tria.

Desde sua criagao, a grande razao para o sucesso do Calculo como corpo de co-
nhecimento tem sido sua aplicabilidade a um sem-nimero de problemas de varios
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ramos do conhecimento. De fato, o préprio Principia’, publicado em 1687, deixa
claro que a grande motivacao de Newton para a desenvolvimento dos métodos do
Calculo residiu nas aplicacoes dos mesmos a Fisica.

Apds Newton e Leibniz, o século XVIII presenciou uma mirfade de aplicacoes e
extensoes dos métodos do Calculo, capitaneada pelos igualmente geniais L. Eulere
J. L. Lagrange.

Figura10: o suigo Leonhard Euler (1707-1783) é, até hoje, consi-
derado o matematico que mais publicou trabalhos relevantes.
Suas contribui¢des variam, impressionantemente, da Geome-
triaa Combinatéria, passando pela Teoria dos Nimeros e Fisica.
Em cada uma dessas areas do conhecimento ha pelo menos um
celebrado teorema de Euler.

Figura 11: Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), matematico e fi-
sico francés. Lagrange foi um dos maiores cientistas de sua
época, dando contribui¢des notaveis ao Calculo das Variagoes e
a Mecénica Celeste.

Hoje, olhando em retrospecto, é dificil subestimar o papel do Calculo para o
desenvolvimento cientifico e tecnolégico da sociedade moderna. Suas ideias e re-
sultados mostraram-se e continuam sendo fundamentais ao desenvolvimento de

'Alcunha do Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, obra prima de Newton.



areas tao dispares quanto Fisica, Economia, Computacao e Biologia, para ndo falar
de aplicagGes, diretas ou indiretas, as varias engenharias.

Folheando as paginas desta introducio, é quase irresistivel parafrasear sir Isaac
Newton para concluir que, se ha tamanha pervasividade do Calculo no mundo mo-
derno, é porque sua criacao e desenvolvimento apoiaram-se em ombros de gigantes.



Sumario




Sumario

Apresentacao vii
Prefacio XXV
1 Fungoes 1
11  Definicdeseexemplos . . . . . .. ... ... ... 2
ExerciciosdaSecao1.1 . . . . . . . .. ... ... 12

1.2 Monotonicidade, extremoseimagem . . . . . .. .. ... ... 13
ExerciciosdaSecao1.2. . . . . . . . . ... ... 22

1.3 Composicidodefungdes . . . . . . . . ... ... ... ...... 24
ExerciciosdaSecao1.3 . . . . . . . ... ... 33

1.4 Inversdodefungdes . . . . . . . ... ... ... 35
ExerciciosdaSecao1.4. . . . . . . . . ..., 39

1.5 Graficosdefungbes . . . . . . . . ... ... ... 39
ExerciciosdaSecao1.5. . . . . . . . . ... 50

1.6  Fungbestrigonométricas . . . . . . . . ... ... ... .. ... 53
ExerciciosdaSecao1.6 . . . . . . . . . ... ... ... 57

2 Sequéncias e continuidade 59
21 Supremoeinfimo . . . . ... ... 60
ExerciciosdaSecao2.1. . . . . . . .. ... 65

2.2 Limitesdesequéncias . . . . . . . ... ... 68
ExerciciosdaSegdao2.2 . . . . .. ... ... ... 81

23 Oconceitodecontinuidade . . . . .. ... .. ... ..... .. 83
ExerciciosdaSecao23 . . . . . ... ... ... ... 93

2.4 Continuidadesequencial . . . ... ... ... ... ....... 95
ExerciciosdaSecao2.4 . . . . . ... ... ... 101

2.5 Oteoremadovalorintermediario. . . . . . ... ... ... ... 104
ExerciciosdaSecdao2.5 . . . . .. ... ... m

3 Limites e Derivadas 113
31 Limitesdefungdes . . . . . . .. ... ... ... ... 14
ExerciciosdaSecao3.1. . . . . . ... ... 129

3.2 Propriedades basicasdederivadas . . . .. ... ... ... ... 131
ExerciciosdaSecan3.2 . . ... ... .. ... ... ... 140

33 Regrasdederivagdo . . . . . . ... ... 143
ExerciciosdaSecao3.3 . . . . . ... ... ... ... L. 151

3.4 OteoremadeRolleeaplicagbes . . . . . . ... ... ... .... 154
ExerciciosdaSecaon3.4 . . . . . .. ... ... 159

3.5 Aprimeiravariaciodeumafuncio . . . . . ... ... ... ... 161



4

Sumaério

ExerciciosdaSecao3.5 . . .. . ... ... ... ... .. 169
3.6 Asegundavariaciodeumafuncdo . . .. ... ... ... .... 172
ExerciciosdaSecdo3.6 . . . . . ... ... ... .. ... .. 183
3.7 Construindograficos . . .. ... ... ... ... ... .. ... 185
ExerciciosdaSecao3.7. . . . . . . . ... ... ... 191
3.8 AlgumasaplicagbesaFisica . . . .. ... ... ... ....... 194
ExerciciosdaSecdo3.8 . . . . ... ... .. ... ... ... 205
A Integral de Riemann 207
41 Oconceitodeintegral . . . . .. .. ... ... ... ... .... 208
ExerciciosdaSecdo4.1. . . . . . ... ... 215
4.2 OTeoremade Riemann e algumasobservacbes . . . . ... ... 217
ExerciciosdaSecao4.2 . . . . . ... ... ... .. ... ... 226
43 Operagbes com fungbesintegraveis . . . . . . . . ... ... ... 226
ExerciciosdaSecao4.3 . . . . . ... ... ... ... .. 239
4.4 OteoremafundamentaldoCalculo . . . . . .. ... ... .... 241
ExerciciosdaSecao4.4 . . . . .. . ... ... ... ... ... . 255
45 Algumasaplicacbesa Geometria . . . . . ... ... .. ..... 258
ExerciciosdaSecdo4.5 . . . . . ... ... ... ... ... 270
4.6 Logaritmoseexponenciais . . . . . . . .. ... ... ... 274
ExerciciosdaSecao4.6 . . . . . .. ... ... ... ... 283
4.7 Maissobretécnicasdeintegracdo . . . . . . ... ... ... .. 287
ExerciciosdaSecao4.7 . . . . . . .. ... ... ... ... 297
4.8 Integracdoimprépria . . . . . . ... ... 300
ExerciciosdaSecao4.8 . . . . . . . ... ... ... ... ... 310
4.9 MaisaplicagdesaFisica . . . . ... ... ... ... .. ..... 312
ExerciciosdaSecao4.9 . . . . .. ... ... 323
Séries Numéricas e de Funcoes 327
51 Sériesdentmerosreais . . . . . . . . . ... ... ... 328
ExerciciosdaSecao5.1. . . . . . . ... ... 341
5.2 Maissobreonimeroe . . ... ... ... ... ... .. ... 344
ExerciciosdaSecao5.2 . . . . ... .. ... ... ... ... .. 353
53 SériesdeTaylor . . . ... ... ... ... 354
ExerciciosdaSecao53 . . . . .. . ... ... ... ... ... 362
54 Sériesdefungdes . . . . ... ... 364
ExerciciosdaSecdo5.4 . . . . . .. ... ... ... ... 371
55 Sériesdepoténcias . . . . . . . ... 374
ExerciciosdaSecao5.5. . . . . . ... ... L. 384
56 Maisaplicagbes . . . . . . ... ... 385



Sumario

Exercicios da Se¢io 5.6

A Alguns Pré-Requisitos
A1 Namerosreais. . . .
A11  Aritméticaem

R .o

A12 ArelaciodeordememR. . . . . .. ... ... ... ..
A13 Acompletudedoconjuntodosreais . . . ... ... ...
A14 Arepresentacdogeométrica . . . . . .. ... ... ...

A2 Algebraelementar .

A.21 Identidadesalgébricas . . . . ... .. ... ... ....
A22 Mdduloeequagdesmodulares . . . . . ... ... ...
A.23 Adesigualdadetriangular . . . .. ... ... ... ...
A.2.4 Equacoespolinomiais . . . . ... ... .. ... ....

A3 Sequénciaseinducao

A31 Recorrénciaselementares . . .. ... ... .......
A3.2 Somatérioseprodutérios. . . . . . ... ... ... ...

A3.3 Inducdo finita

A3.4 Aférmuladobinbmio . ... ... ... ... ... ..
A.4 Ceometriaanaliticaetrigonometria . . . . . ... ... ... ..
A41 Oplanocartesiano . . . . . ... ... ... ... ....
A4.2 Retasnoplanocartesiano . .. ... ... ... .....

A.43  SecoOesconicas
A.4.4  Trigonometria

B Sugestoes aos Problemas
Bibliografia

indice Remissivo

489

561

564



Prefacio




Prefacio

Prefacio a Primeira Edicao

Este volume apresenta ao leitor uma exposicao dos aspectos mais basicos de uma
das maiores sinteses intelectuais da histéria da humanidade, o Calculo Diferencial
e Integral. Em que pese o consenso de que sua construgdo deu-se gragas ao trabalho
de duas das maiores mentes de nossa civilizacao, o matematico e filésofo Gottfried
Wilhelm Leibniz e o fisico e matematico Isaac Newton, faz-se mister ressaltar, pa-
rafraseando o préprio Newton?, que tal s6 foi possivel porque ambos apoiaram-se
sobre os ombros de gigantes como Arquimedes, Euclides, Viete, Galileu, Descartes e
Fermat, dentre outros. Por outro lado, observando em retrospecto, hoje vé-se o Cal-
culo alicercar tao numerosas e diversas aplicacdes e desenvolvimentos cientificos e
tecnoldgicos, que asimples tarefa de tragar um panorama abrangente dos mesmos,
mais que dificil, é virtualmente impossivel. Aqui, contentar-me-ei em observar que
a modelagem de um sem-niimero de fenémenos bioldgicos, fisicos ou quimicos,
assim como processos econémicos ou de engenharia, utiliza o conceito de taxa de
variacao, o qualja era considerado central pelos pais fundadores do Calculo; por sua
vez, o resultado de tais modelagens é, o mais das vezes, um problema concernente
a teoria de equacoes diferenciais, cuja solucio repousa, novamente, nos métodos
do Calculo e de sua irma cacula, a Analise Matematica.

Em que pese a narrativa do paragrafo anterior, é perfeitamente licito o leitor
questionar o porqué de mais um livro de Calculo, apds a publicacio de tantos outros
ao longo dos Gltimos 300 anos. Nesse sentido, a mim me parece que a quase tota-
lidade dos textos modernos sobre Calculo Diferencial e Integral preocupa-se exces-
sivamente em conformar-se a estrutura segmentada de disciplinas de Matematica
dos ciclos basicos das universidades. Assim é que um estudante pode cursar todo
um ano de Calculo e, ao final, ndo ser capaz de explicar rapidamente de que trata o
assunto, bem como nio perceber adequadamente o papel central desempenhado
pelas modelagens de situacdes fisicas e pelo estudo das equacoes diferenciais de-
las resultantes. Contrariamente a essa tendéncia, este livro procura, a um s tempo,
apresentar de forma clara e sucinta as ideias centrais do Calculo, ofertar um desen-
volvimento rigoroso das mesmas e discutir cuidadosamente uma grande quanti-
dade de aplicagdes ndo triviais dessas ideias. Sendo um pouco mais especifico, a
introducao, sob o titulo De que Trata o Calculo, discute heuristicamente as nogoes de
area sob um grafico e reta tangente a um grafico em um ponto, bem como sugere
a ponte entre ambas, fornecida pelo teorema fundamental do Calculo; nela é tam-
bém observada que, subjacentes a tais conceitos, repousam duas nocoes distintas

2E lamentavel, contudo, que Newton tenha usado essa bela expressio ironicamente, em uma
carta a seu rival Robert Hooke, 5 de fevereiro de 1676. Aqui, a utilizamos no nobre sentido em
que foi inicialmente pensada e escrita por Bernard de Chartres. Nesse sentido, veja, por exemplo,
https://en.wikipedia.org/wiki/Standing_on_the_shoulders_of_giants.
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de limite, as quais guardam uma relacio profunda entre si. Ap6és uma apresenta-
¢ao cuidadosa, no capitulo 1, da teoria basica de funcdes, os capitulos 2 e 3 poem
os conceitos de limite e continuidade de funcdes em bases sélidas e, a partir dai,
desenvolvem uma série de ferramentas técnicas importantes para o restante do li-
vro, centradas no conceito de derivada. O capitulo 4 discute pormenorizadamente
a integral de Riemann, culminando com a apresentacio do teorema fundamental
do Calculo e de uma série de aplicacdes interessantes, dentre as quais destacamos
uma prova da irracionalidade de 7. O livro termina com o capitulo 5, o qual é dedi-
cado ao estudo das séries de niimeros reais e de fungdes. As trés Gltimas se¢oes do
capitulo 3, bem como as se¢bes 4.5, 4.9 e 5.6, discutem as mais variadas aplicacoes
das ferramentas desenvolvidas a Algebra, Combinatéria, Fisica e Geometria, sem
se furtar de discutir cuidadosamente as heuristicas fisica e geométrica necessarias
eapresentando uma introducao bastante razoavel ao estudo das equacoes diferen-
ciais ordinarias.

Tendo em vista o que foi dito até aqui, fica clara, para a formagao dos profes-
sores de Matematica do ciclo basico de ensino, a importancia de um dominio mi-
nimamente adequado dos conceitos e resultados do Calculo, bem como de suas
aplicagcbes mais simples. Tal importancia é reforcada pelo fato de que os contel-
dos e métodos mais elementares do Calculo, por aplicarem, sintetizarem e expan-
direm o curriculo de Matematica do ensino basico, ofertam um fechamento natural
ao mesmo. Portanto, uma vez terminada a leitura deste livro, exorto os colegas pro-
fessores de Matematica da escola basica, e que compdem o corpo discente do Prof-
mat, a resgatarem o Calculo para suas salas de aula, trazendo mais organicidade
aos curriculos que lecionam. Para tanto, sugiro fortemente a utilizacdo de uma ver-
sao destilada do capitulo introdutério deste livro, bem como a referéncia [28] e, de
maneira um tanto mais ambiciosa, a obra [32].

Aindaemrelacioaestruturacao do texto, em varios pontos deixeia cargo do lei-
tor a tarefa de verificar aspectos nao centrais aos desenvolvimentos principais, quer
na forma de pequenos detalhes omitidos em demonstragdes, quer na de extensdes
da teoria. Nestes casos, frequentemente referi o leitor a problemas especificos, os
quais se encontram marcados com * e cuja andlise e solucdo considero parte inte-
grante e essencial do texto. Em cada secao, colecionei outros tantos problemas, es-
colhidos na intencao de exercitar os resultados principais. Ainda que muitos dentre
esses sejam aplicacoes diretas dos métodos e exemplos apresentados, outros tan-
tos sao bem menos simples, mas recompensam quem sobre eles se debruca com a
beleza dos resultados que encerram. Mesmo que nhao os resolva todos, insto o leitor
a pensar neles por tempo suficiente para passar a aprecia-los como corpo de conhe-
cimento adquirido. Observo, por fim, que o apéndice A compila praticamente todos
o0s pré-requisitos necessarios a leitura, ao passo que o apéndice B traz sugestoes ge-
nerosas, ou solucoes completas, para praticamente todos os problemas propostos.



Como nao poderia deixar de ser, gostaria de concluir este prefacio agradecendo
brevemente as pessoas e instituicoes que, pelos apoios a mim dispensados, aju-
daram a materializar o livro. Ao longo do primeiro semestre de 2014, meu colega
Marcos Ferreira de Melo utilizou a referéncia [10] para ministrar a disciplina de Fun-
damentos de Calculo na turma do Profmat na UFC; o retorno fortemente positivo
dele e dos alunos foi de fundamental importancia para que eu decidisse enveredar
pela confeccdo desta obra. Uma porgao importante das anotagdes que geraram a
versao final do livro foi gestada ao longo dos meses de janeiro e fevereiro de 2015,
motivada pela preparagdo das aulas da disciplina Introdugio a Analise, ministrada
por mim no ambito da Escola de Verdao do Departamento de Matematica da UFC; os
alunos que atenderam o curso, por seus questionamentos instigantes e curiosidade
continua, tém sua marca neste livro. Durante o primeiro semestre letivo de 2015,
umaversao razoavelmente acabadado livro foi utilizada na disciplina Fundamentos
de Calculo do Profmat, desta feita pelos professores Hilario Alencar, na Ufal, Mar-
celoViana, nolmpa, e Liane Soares, na UFPI; os comentarios, criticas e corre¢oes que
eles me passaram certamente tornaram o resultado final muito melhor. Agradeco
também ao professor Hilario Alencar, na qualidade de Editor-Chefe da SBM, pelo
incentivo permanente aos meus arroubos de escritor. Ainda ao longo do primeiro
semestre deste ano, meu colega Abdénago Barros leu varias partes do livro, catalo-
gando muitas imprecisdes e sugerindo outras tantas melhorias. O apoio financeiro
do CNPqg, bem como o ambiente de trabalho propicio ofertado pela UFC, foram fun-
damentais para que eu desfrutasse da tranquilidade imprescindivel & composicao
do livro. Finalmente, as incongruéncias que porventura tenham resistido a todo o
escrutinio prévio a publicacdo constituem énus que recai somente sobre mim.

FORTALEZA,JUNHO de 2015

Antonio Caminha M. Neto

Prefacio a Segunda Edicao
Para esta segunda edicdo, fiz uma extensa revisao do texto, ao longo da qual imple-

mentei uma série de corre¢des, abrangendo o uso da lingua portuguesa, a formata-
¢ao do texto, o emprego do BIEX e os aspectos matematicos envolvidos.
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Em especial, no que concerne a Matematica, revisei os enunciados e solu¢des da
maior parte dos exercicios e adicionei outros tantos; em especial, o problema5.6.9,
pagina 397, estende a discussao do texto, estabelecendo a existéncia e unicidade
de solugdes analiticas de EDO lineares de segunda ordem com coeficientes anali-
ticos. Introduzi, ainda, uma breve discussao sobre enumerabilidade, culminando
com uma demonstragdo da nao enumerabilidade de R, uma simplificagdo impor-
tante na demonstracdo do teorema binomial 5.56.

Adicionalmente aos comentarios acima, aproveito para agradecer a excelente
acolhida da primeira edicao e, em especial, a todos os leitores que apontaram im-
precisdes ou incorrecoes ao texto.

FORTALEZA,JUNHO de 2021

Antonio Caminha M. Neto
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